
===================================================
The SVD

A          ∈ ℝ ᵐ ˣ ⁿ

A = U   V     = U            , V           ,          Σ ᵀ ∈ ℝ ᵐ ˣ ᵐ ∈ ℝ ⁿ ˣ ⁿ Σ∈ ℝ ᵐ ˣ ⁿ

  U, V, unitary,   diagonalΣ

     |        |σ₁
     |      ? |σ₂  
 = ?|      ? |Σ ⋱
     |       ?|     p =min(m,n)σₚ
     |      0  |
     |        |⋮

[U  U ]   V  == U    V      ==> thin SVD₁ ₂ Σ ᵀ ₁ Σ₁ ᵀ

===================================================
alternative expression of SVD

               r
              <­>       
A = U   V   = [U  U ] |  0  | | V  |   = U    V  Σ ᵀ ₁ ₂ Σ₁ ₁ᵀ ₁ Σ₁ ₁ᵀ
            ? ?       |0   0 | | V  |₂ᵀ

            |  v  |σ₁ ₁ᵀ
      |  v  |σ₂ ₂ᵀ
      |       |⋮
      |  v ?|σᵣ ᵣᵀ

[u  u    u ]₁ ₂ ⋯ ᵣ    
         ⋮ ⋮    

=   u  v  + ... +   u  v  σ₁ ₁ ₁ᵀ σᵣ ᵣ ᵣᵀ
     =====  outer product (rank one) matrix

===================================================

SVD and a few expressions of norms

A  =    U   V    =     V    =        = ‖ ‖ ‖ Σ ᵀ ‖ ‖ Σ ᵀ ‖ ‖ Σ ‖ σ₁

[      x  ²  =     ² x ²    ² .... reached...]‖ Σ ‖ ∑ σᵢ ᵢ ≤ σ₁

 A  _F  =      _F ...‖ ‖ ‖ Σ ‖

A is nxn invertible:

A ¹   =    V  ¹ U    =    ¹    = 1/‖ ⁻ ‖ ‖ Σ⁻ ᵀ ‖ ‖ Σ⁻ ‖ σₙ

===================================================

Proof of Eckhart Young theorem



X = span{v , ..., v  }    => dim (X) = k+1₁ ₖ₊₁
null(B)                     => dim(Null(B)) = n­k

claim:      X    Null(B)    {0}⋂ ≠

Let x      X    Null(B)₀ ∈ ⋂

write in basis V:

x  = V y      y = |y |  r+1 components₀ ₁
                  |0 |

assume   x    = 1    ==>   y  = 1‖ ₀ ‖ ‖ ₁‖

———­
1)   A ­ B       ?‖ ‖ ≥ σₖ₊₁

 A ­ B        (A ­ B)x    =   A x  ‖ ‖ ≥ ‖ ₀ ‖ ‖ ₀ ‖
                           =   U   V  x    =     y ‖ Σ ᵀ ₀ ‖ ‖ Σ ‖

             k+1 
   y  ² =    ² y ²       ² y ² =‖ Σ ‖ ∑ σᵢ ᵢ ≥ ∑ σₖ₊₁ ᵢ
             i=1

           =  ²    y ² = ( )²σₖ₊₁ ∑ ᵢ σₖ₊₁

 A ­ B     ‖ ‖ ≥ σₖ₊₁

2)   A ­ B   =   ?‖ ‖ σₖ₊₁

 Take B = Aₖ
                    r
       A ­ A    =       u  v     =  ‖ ₖ ‖ ‖ ∑ σᵢ ᵢ ᵢᵀ ‖ σₖ₊₁
                   i=k+1
Done.
□
===================================================

Variation of the result:

min_{ B , rank(B) = k}    A ­ B   =  ‖ ‖ σₖ₊₁

also true:

min_{ B , rank(B)   k}    A ­ B   =  ≤ ‖ ‖ σₖ₊₁

min_{ B , rank(B)   j}    A ­ B   =       ≤ ‖ ‖ σⱼ₊₁ ≥ σₖ₊₁

===================================================

A v  =   u  ??ᵢ σᵢ ᵢ
______________ 

[    u  v  + ... +   u  v  ] v  =   u  v  v  =   uσ₁ ₁ ₁ᵀ σᵣ ᵣ ᵣᵀ ᵢ σᵢ ᵢ ᵢᵀ ᵢ σᵢ ᵢ



A  u  =   v    ᵀ ᵢ σᵢ ᵢ
_____________

A (A v ) = A  (  u ) =  ² v  ᵀ ᵢ ᵀ σᵢ ᵢ σᵢ ᵢ

===================================================
Example

     | 1  0  2  0 |
A =  | 0  0 ­2  1 |

Singular values?
_______________

compute: A A  =ᵀ
 
         | 5 ­4 |
A A  = ? |­4  5 | ᵀ

det(A A  ­   I ) = (5­ )² ­16 ==>   = 5 ± 4ᵀ λ λ λ

 = 3 σ₁
 = 1σ₂

=9=>      |­4 ­4 |λ
AA ­  I =? |­4 ­4 |ᵀ λ

u  =    | 1 |₁
      ? |­1 | / 2 √

u  =  | 1 |₂
    ? | 1 | / 2 √

U = [u  u ]₁ ₂

A = U   V     U   VΣ₁ ₁ᵀ Σ ᵀ

V  =  ¹ U  A    ₁ᵀ Σ₁⁻ ᵀ

===================================================


